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This paper presents graphical criteria to obtain the area containing characteristic
roots of contrOi systems、vith plant and/Or cOntroller uncertainties,We have already
reported a method and an algorithnュfor calculating the boundary curve representing
the upper bound of the absolute values of frequency responses for the uncertain and
unpredictable sections, IIowever,from a viewpoint of robust control system design,
the graphical representation of such curves is not always convenient to apply
ln this paper, we propose a method of defining a sufficient condition for the
characteristic root area using silmple graphical criteria:the intersection or the union
of a half plane partitioned by circles or lines Some numerical examples are given to
verify these criteria,
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法
1 はじめに
制御対象あるいはコントローラに不確定性,あるい
は “未確定部"伴う制御系の特性根の存在領域について
は,不確定部の周波数特性の絶対値の上限に対する境界
曲線の計算法をさきに提案した11〕.しかし,ロバスト制
御系の設計という観点に立つとき,それは必ずしもわか
りやすい表示法ではない,この論文では,特性根の存在
領域を数値計算によらずに1おおよそでも求めることを
考えP',円と直線による領域の分割,そしてそれらの交
わり(積集合)と併合 (和集合)による存在領域の決定
法,すなわち簡便な図的判定法について記す.
2 還送差と感度関数
Fis■に示すように制御対象C(s)に不確定部△C(d),
あるいはFig 2のような補償器 (コントローラ)θ(,)|こ
未確定部△θ(s)を伴う制御系について考える。この論
文では図に示すように,それらの不確定性は他のルー
プからの干渉などによる加法的振動であるとしている
が, △C(S)=α(S)C(3)あるいは△σ(3)=β(S)C(δ)
(。(S),β(3)はそれぞれの不確定部)と置くことにより,
明らかに乗法的摂動の問題として処理することもできる。
Fis i COntrol system with plant uncertaillty
Fig l ContrOI system with controJer linccrtainty
Fis■の制御系の特性方程式は
1+〔G(d)+△C(,)〕θ(δ)=0     (1)
いま,1+C(d)σ(, ≠0である,すなわち公称系の零
点以外のs=σ+Jωを考えるものとすれば,
叫
瑞 =O ②
である。このとき,(2)式の左辺は不確定経路1たとえ
ば点Pから見た還送差 (retum diFrerence)となってい
る.
閉ループ特性摩(d)=y(3)/■(S に対する感度関数
は,明らかに
ギω=(等)場=雨誌輌 ⑪
であるから,(2)式は
1+△σ(d)θ(S)Jど(3)=0    (4)
と書き表すこともできる。
一方,Fig、2の制御系の特性方程式は
1+σ(d)[σ(。)+△C(d)〕=0,    (5)
同様に,公称系の零点以外の領域を考えるとすれば,
この式の左辺は点Qから見た還送差となっている 同
じく感度関数表現では
1+△σ(S)θ(d)ScV(S)=0    (7)
となる。
Fig 3 Control system with cOntroller uncertainty
by feedback connection,
Fig 4 Controi system with plant uncertainty
by feedback cOnnection,
Iな
お,Fig 3に示すように不確定経路がフィー ドバッ
で入る場合には,明らかに特性方程式は
叫
瑞
=は
叫
鵬 =O ①
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そして
1+tC(3)+△0(,)〕c(d)=0    (9)
であるから,特性根に関してはFig■の制御系とまった
く同じ問題となる.同様にFig 4の制御系については,
Fig.2の場合に相当することになる
3 特性根の存在領域
(2)式について考えるならばj
駅→=鞘 =―△q→ 硼
このF(s)は感度関数との掛け合わせの逆数であるから,
ロバスト性を表すものと見なしうる (10)式の零点は
(3)式の極,すなわち公称閉ループ系の極である.いま,
それらの零点を囲むs平面上のある閉曲線 (Jordan山
線)「上において,ある適当な正定数ρに対して
H朝=鞘 >ρ冽△qtt Ш
を満たすならば,(1),(2)式においても「内における零点
の数は不変であることを容易に示すことができる (これ
はRoudiこの定理としても知られている).
この(11)式は二つの不等式から成り立っている。右側
の不等式は要素変化△C(d)あるいは不確定性についての
“情報"をどの程度得ているかに関係し面倒な問題であ
る そこで,ます左側の不等式によって定まるd平面上の
領域 (すなわち,(1),(2)式の特性根のこ立しなぃ領域)
について検討する。
(10)式の左辺が極 `零点をもって
Ц→=鞘 =
(12)
と表せるものとする.実際の制御問題においては,これ
らの極・零点の中には制御系の動特性に対して支配的な
(大きな影響を及ぼす)ものと,それにあまり影響を及
ぼさないものとがある 後の根の存在領域の検討におい
てはそれらを区別して扱うが,ここでは〕まずその一般
論について述べる.
わかりやすいように,実敷平面 (σ,ω)∈R2,(s=
σ+びω)で考え,次のような記号上の約束をする.
α,(σュω)=lo一,11i bJ(σ〕ω)=トー的|
すると,(11)式の左側の不等式は
駅らの引Ц朝=    >ρ
(13)
となる。適当なρ>0を与えることによって,この(13)
式の境界を計算することができるが,その計算法につい
てはすでに報告した[1'.
Fig.5 Calculanon of contOur(JOrdan curve)
Fig 5に示すように,点,。から核線方向 (▽Fに直交
する方向)に適当な大きさ進み,点δlから今度は一▽F
方向に進んでNewton法に基づいて根 dの軌跡を求め
るのである。その計算は容易であるが,ある特異な曲線
となる場合,たとえばFig 6に示すような二つの閉曲線
に分離しかけるような部分 (△印)のところでは収束
しにくくなることがある。そこで,この論文ではロバス
トな制御系の設計に当たって必要とされる,特性根の存
在領域を数値計算によらずに (おおよそでも)求めるこ
とについて,次の節で考察する。
毎
?《
軽聖ユ′′¶＼｀=ことう
Fig 6 111-conditioned JOrdan curve.
Fig,7 CasSni`Oval(sugaku_Jiten,Iwanamiい1).
懇
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なお,(12)式の最も簡単な場合,
。1(σ,ω)。2(σ,ω)=IS―,11 1,一,21>ρ  (14)
の境界は,2定点 Pl,P2からの距離の積が一定であ
る点の軌跡で Fig 7に示すようなCassiniの卵形曲線
となる.破線のような結節点 0をもつ場合,それは
BernOuniのlemlliscateとなる.(13)式の境界は1 した
がってそれらの一般化と考えることができる
4 円と直線による領域決定
4.1 領域の定義
いま,次のような領域を定義する.
A,=((σ〕ω)lα,(σi ω)>ρl),   (15)
Bす=((σ〕ω)l bJ(σュω)<1/PJ)1  (16)
CtJ=((σ,ω)l at(σ,ω)/bデ(σ,ω)>ρlす)  (17)
ただし,lcI,′cJ
I=(1,2,一,■),J=(1,2,一,れ} (18)
明らかに,A・は
α:(σ〕ω)=(σ―,1)2+(ω_β,)2>′: (19)
より,中心 pt=α:+Jれ,半径 ρfの円の外側である。
一方,B,は,
げ(σ,ω)=(σ-7J)2+(ω_bJ・)2<1/〆  (20)
より,中心町=竹+JjJ・,半径1/ρすの円の内側である
ことがわかる.
(17)式で表される領域は少し面倒であるが,
(σ
_。1)2+(ω_角)2
(σ_的)2+(ω_jJ・)2
>′み
より,その境界は
(1-ρみ)σ2_2(αl―ρみ竹)σ+α:一ρみ∵
+(1-′み)ω2_2(n―ρみら)ω+β子―ρらげ=0(22)
と表されるから,ρ巧≠1については,
←―彎 )生|一=iモ|;11)2
=   ⑪
なる円となるので,Cげはρ∫ゴ<1でその円の外側,PI」>
1でその円の内側となる.
一方,P,デ=1については,(22)式より容易に
ω=―
冊
ゼ+荒
あ
ば +″―ザーゆ ⑭
なる直線となることがわかる。よってi Cijはこの直線
によって分けられる領域のうち,F(s)の極町を含む側
である。
Fig 8に領域CiJの例として,
α(σ〕ω)=卜+2-2JI,
b(σ,ω)=lδ+1+0.5JI,
ρ=0.2～0.8の場合,さらにρ=12～2.0の場合の円
による領域分割と,ρ=10の場合の直線による領域分
割の例を示す.
力OmeBa/
2
ρ=10
4.2 特性根の存在条件 :十分条件
これらの円と直線で定められる半平面Al,Bゴ,CFすを
もとに,特性根の存在領域その十分条件についてのいく
つかの性質を示す.
いま,(13)式を満たす真の領域をス,すなわち
ス=((σj ω)IF(σ,ω)>ρ} (25)
と書く.すると,(13)式が分子項at(σ,ω),どCIのみで
表される制御系においては,次の性質を満足する。
ρ=1.2
ρ=14
ρ=16、
鳥 取 大 学 工 学 部 研 究 報 告 第 25巻
補題 1
ΠA=ρ     90
lGI
となる任意の正値ρl,P2,~,ρれに対して
(σ,ω)C∩Al⇒(σ,ω)∈メ  (27)
lcI
が成立する。
Al,Bゴ,CFゴ そ して ス の補集合をそれぞれ ,
A,,Bす.CFす,メ と記すならば,補題 1の対偶として次
の「系」を得る.
系 1同じく,(26)式を満たすρl,ρ2,~,ρRに対して
(喝ω)∈ズ⇒(σ,ω)C∪Al  (28)
:〔I
が成立する。
(13)式が分母項 bJ(σ,ω)のみで表される制御系にお
いては,次のようになる。
補題 2
H =々ρ    (2り
す∈J
となる任意の正値 ρl,ρ2,~,P,iに対 して
(σ,ω)∈∩Bデ⇒(σ,ω)Cス  (30)
JCJ
が成立する。そして,補題2の対偶として次の「系」を
得る.
系 2同じく,(29)式を満たすρlρ2ド…〕ρ脚に対して
(σ,ω)Cズ⇒(σ,ω)C∪二す (31)
,〔J
が成立する.
分子項・ |(σl ω).分母項 うす(σ,ω)両方が存在する場合
についても,これ らを同時に満足する領域を求めれば
よいのであるが,真の領域 ス により近いものを得るた
め,(17)式の CIデのように分子・分母項の対を考え,そ
の領域を定める.
いま,■≧ ,こ としてI=1,2,―,ηιに対する置換
(perinutation)
町=|∴)元)i::Jtt H L置換全体
(32)
を考えるならば,よリー般的な結果として次の定理 1を
得る
定理 1
Π豹①=ρ    (33)
lCI
となる任意のPlゴ(1),ρ2す(2),…・,ρ“,(・)に
対して
m乳
撃 絶 司
却 叡 m
が成立する (ただし,,,L<ど≦,についてはρ・デ(1)=ρFi
そしてCⅢ=Aことする).
証明 補題1,補題2より明かである.□
そして,この対偶としてde Morganの法則により次
の定理2を得る。
定理2同じく,(33)式を満たすρlす(1),ρ2J(2),・…,ρ・ J(・)
に対して
m拍 つ
乳盈 他 司
∽
が成立する (同じく,,,t<ガ≦れについてはρlす(1)=ρi'
そしてClJ=Afとする).
5 適用例
5.1 例 1
Fig 9 1よ
F(d)=S2+2s+2=(s+1-す)(S+1+J)(36)
の場合の真の領域スと補題1に基づく領域との関係を
示したものである.ρl=ρ2=1.414,P=ρlρ2=2.0
のときの領域をとくに斜線で記してある (ズはCassini
の卯形である)。  s_Planeづ●Ome8a
産 れ―1414添
Al       ノ/′ノ/ノタ´
鯵 ρ=20
4 p2414+
説
Fig 9 Area of characteristic rOOt(eXample l)
会
山佳史 。陳 鴻・竹森史暁 :不確定性を伴う制御系の特性根の存在領域とその簡単な図的判定
5。2 例2
Fig.lo lま
Щ→=響 ,・=乳れ=う oっ
ρ=10の場合について,真の領域ズと定理1に基づく
写ぢうや悟峰急写慈雰幕程をぞ:1乙ちξ紀括鐵
る
Fig■O Area Of characteristic rOOt(eXample 2).
5.3 例 3
Fig■11よ1
Щ。=辮 H・=n=み 硼
ρ=0.6の場合について,定理1,定理2に基づく領域を
示したものである.対応する,11=06の円と,22=10
の直線・ρ12=06の円と,21=10の直線がいずれも交
わつていないので,求める領域ズは2つの円領域 Cll,
C12の交わりの中に含まれることになる.
5。4 例4
Щ→=綿 Hη=翻=み 硼
同じくρ=0.6の場合について,定理1,定理2に基づ
く領域を示したものである。この場合ρェュ=06の円と
ρ22=10の直線が交わっているので,Cll∩C12は閉
じた領域とはならない。
Fig■2 Area Of cllaracteristic rOOt(eXample 4)
6  よ)ィbりに
不確定性を伴う制御系のロバス トな制御系設計を目
指して,特性根の存在領域を数値計算によらずに,円と
直線というわかりやすい領域分割法により判定する技
法について提示した。実際の制御系の設計に応用するに
あたっては,次数の高い系の場合1また△θ(d)の極な
ど不確定な要素が多い場合には,それらのあまり支配
的でない根を一括して,ある一つの円の外側というこ
とで処理することも可能と思われる。たとえば,ラ1,,2
がそのような根であるとすれば,中心(,1+,2)/2,半
径′+|″ュー″272の円の外側を考えるなどして,支配的
でない根によって定まる領域を逐次簡単化し,制御系設
計を行うことが考えられる。
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